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假设 F 是 Rn→Rn 的可微映射，x* ∈Rn 是

F( x) = 0的解，且 F'( x* ) 奇异．
我们考虑如下的行列修正拟牛顿法:

xk + 1 = xk － E － 1
k F( xk ) ( 1)

Ek + 1 = ( I － eik + 1e
T
ik + 1 ) Ek + 1 ( I － eik + 1e

T
ik + 1 ) +

eik + 1y
T
k + 1 + yk + 1e

T
ik + 1

‖Sk + 1‖
－
( yk + 1，eik + 1 ) eik + 1e

T
ik + 1

‖Sk + 1‖
ik = k( modn) ( 2)

Sk = xk + 1 － xk，yk = F( xk ) － F( xk －‖Sk － 1‖eik ) ( 3)

其中 xk － 1，xk∈Rn，Ek － 1，Ek∈L( Rn ) ，I∈L( Rn ) 是单

位矩阵，eik∈Rn 是单位坐标向量．

本文始终假定 F∈C3，且 F' ( x* ) 的零空间
满足:

N = span{ } ，‖‖ =〈，〉
1
2 = 1

且

∈Rn，Rn = NX ( 4)

PN : R
n→N，PX = I － PN

PNF
" ( x* ) ( ，) ≠0 ( 5)

对于 ρ ＞ 0，θ ＞ 0 及整数 v≥1，定义: W ( ρ，θ，v) =
{ x x∈Rn，0 ＜‖珓x‖≤ρ，‖PX珓x‖≤θ‖PN珓x‖

v}

记 珓x = x － x* ，βl ( x) 是与‖x － x* ‖l 同阶的无穷

小量．
不失一般性，我们假定 F' ( x* ) 是对称的，且

X = N⊥ ．假若不然，我们可以找到一个非奇异映射 L
使得 LF'( x* ) 是对称的，此时，只需考虑等价方程
LF( x) = 0，但算法式( 1) － ( 3) 保持不变．
假设  = en，其中 en = ( 0，…，0，1)

T，即子空间

N与坐标轴 Xn 重合．

对于矩阵 En∈Rn ×Rn，如同文［1］定义:
An = PXEnPX Bn = PXEnPN

Cn = PNEnPX Dn = PNEnPN ( 6)
由于 An 作为 X→X 的映射是非奇异的，我们



定义:

D～n = Dn － CnA
－ 1
n Bn ( 7)

则 En 非奇异的充分必要条件是 D～n 是 N 上的非奇
异映射，且有

E － 1
n = PX ( A

－ 1
n + A － 1

n Bn D
～－1

n CnA
－ 1
n ) PX －

PXA
－ 1
n Bn D

～－1
n PN － PN D

～－1
n CnA

－ 1
n PX +

PN珟D
－ 1
n PN ( 8)

为了证明定理的需要，不妨假设 F∈C3，可以证

明存在闭球

S( x* ，δ) = { x ‖x － x* ‖ ＜ δ，δ ＞ 0}Rn

对于充分小的 ρ，θ满足
PX珓x1 = θβ2 ( x0 ) + β3 ( x0 )

PN珓x1 = λ0ρ
3
8 ＜ λ0 ＜

4
5 ( 9)

因此存在一个充分小的 θ1，使得
x1∈W( ρ，θ1，2)

1 主要结果

定理 1 设 x0∈W( ρ，θ0，1 ) ，假设式( 4 ) ( 5 ) 成

立，并且 E － 1
0 存在 x1∈W( ρ，θ1，2) ，又设
‖E0 － F'( x* ) ‖≤kρ = ε0

其中 k为给定的正数并且设
PN珓x0 = ρ0，PN珓x1 = ρ1

λ0 =
ρ1
ρ0
∈ 3

8 ，( )4
5

则对于充分小的 ρ，θ 由式( 1 ) － ( 3 ) 产生的序列
{ xk} 收敛于 x* 且有如下的敛速估计

lim
k→∞

‖xk + 1 － x* ‖
‖xk － x* ‖

=槡5 － 1
2 ( 10)

lim
k→∞

‖PX珓xk + 1‖
‖PN珓xk‖

= 0 ( 11)

证明: 设 θ0 =
θ
ρ0
，x0∈W( ρ，θ0，2) 我们用数学归

纳法证明此定理，即对于所有的非负整数 k≥0，以
下的关系式成立: xk + 1∈W( ρ，θk + 1，2)

θk + 1≤c2 ( εk － 1θk － 1 + ( 1 + εk ) θk + θk － 1 ) ，

ik + 1≠n

θk + 1≤c2 ( εk + 1θk + 1 + εk珓θk ) ，

ik + 1 =










n

( 12)

其中 珓θk = θk + 1 + θk c2 ＞ 0，k≥1
PN珓xk + 1 = ρk + 1 = λkρk = λkPN珓xk ( 13)

λk∈
3
8 ，( )4

5

‖Ek － F̂‖≤ ε0 + c1ρ0∑
k

p = 1
( )4
5

p
= εk ( 14)

其中 c1 ＞ 0

‖A － 1
k ‖≤2‖F̂ － 1‖ 其中 F̂ = F'( x* ) ，

F̂ － 1是 F̂ X 的逆 ( 15)
当 k = 0，( 12 ) ～ ( 15 ) 显然成立，现在假设当 k

≤n时( 12) ～ ( 15) 也成立，下面证明当 k = n + 1 时
上述关系式也成立． 为了证明上述结果我们给出如
下重要引理．
引理 1 设定理 1 的的假设成立，且( 12 ) ～

( 15) 当 k≤n 时成立，则对于 k = n + 1 时关系式
( 14) ，( 15) 及‖ck + 1‖≤εk + 1成立．
证明: 由式( 2) 和( 3) 得

Ek + 1 － F̂ = ( I － eik + 1e
T
ik + 1 ) ( Ek － F̂) ( I － eik + 1e

T
ik + 1 ) －

F̂eik +1e
T
ik +1 － eik +1e

T
ik +1 F̂ － eik +1e

T
ik +1 F̂eik +1e

T
ik +1 +

eik + 1y
T
k + 1 + yk + 1e

T
ik + 1

‖Sk‖
－
( yk + 1，e

T
ik + 1 )

‖Sk‖
eik + 1e

T
ik + 1

‖Ek + 1 － F̂‖≤‖( I － eik + 1e
T
ik + 1 ) ( Ek － F̂) ( I －

eik + 1e
T
ik + 1 ) ‖ + － ( F̂eik + 1e

T
ik + 1 +

eik + 1e
T
ik + 1 F̂ + eik + 1e

T
ik + 1 F̂eik + 1e

T
ik + 1 ) +

eik + 1y
T
k + 1 + yk + 1e

T
ik + 1

‖Sk‖
－

( yk + 1，eik + 1 )
‖Sk‖

eik + 1e
T
ik + 1 ≤

εk + c1ρk + 1 = εk + c1λkρk≤

εk + c1ρ0 ( )4
5

k + 1

= εk + 1 ( 16)

式( 16) 表明对于 k = n + 1 时式( 14) 、( 15) 成立．

由于 ck + 1 = PNEk + 1PX = PN ( Ek + 1 － F̂) PX 所以

‖ck + 1‖≤‖PN‖‖Ek + 1 － F̂‖‖PX‖ =

‖Ek + 1 － F̂‖≤εk + 1

所以‖ck + 1‖≤εk + 1也成立．
引理 2 设引理 1 的假设成立，则

Dk + 1 = 1
2 ρk ( 1 + λk) 〈u，〉 + θkβ0 ( xk + 1 ) +

( 1 +珓θk ) β2 ( xk + 1 ) eik + 1 = 

Dk + 1 =
ρk

2( 1 － λk )
〈u，〉 + εk珓θkβ1 ( xk + 1 ) +

( 1 + θk ) β2 ( xk + 1 ) eik + 1≠













 
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Bk + 1 = 1
2 ρk ( 1 + λk ) PXu + θkβ0 ( xk + 1 ) +

( 1 +珓θk ) β2 ( xk + 1 ) eik + 1 = 

Bk + 1 =
ρk

2( 1 － λk )
PXu + ( 1 + θk ) β2 ( xk + 1 ) +

( εk珓θk + θk + 1 ) β1 ( xk + 1 ) eik + 1≠

















其中 u = F" ( x* ) ( ，)
证明:

F( xk ) = F̂xk +
1
2 F" ( x* ) ( 珓xk，珓xk ) + β3 ( xk ) =

1
2 ρ

2
k u + F̂珓xk + ( 1 + θk ) β3 ( xk )

Sk =珓xk + 1 －珓xk = ( λk － 1) PN珓xk + PXSk =
( λk － 1) ρk + PXSk

因为 EkSk = － F( xk )

EkSk = ( λk － 1) ρkEk + EkPXSk =

－ 1
2 ρ

2
k u － F̂珓xk + ( 1 + θk ) β3 ( xk ) ( 17)

由式( 17) 得

Ek =
ρku

2( 1 － λk )
+ 1
( 1 － λk ) ρk

( F̂ － Ek ) PX珓xk +

1
( 1 － λk ) ρk

EkPX珓xk + 1 + ( 1 + θk ) β2 ( xk + 1 ) ( 18)

( 1) 当 eik + 1 = 时，则 eΤik + 1  = 1，所以

Ek + 1 =
yTk + yk

T

‖Sk‖
 －
( yk，)
‖Sk‖

T =

yTk  + yk

‖Sk‖
－
( yk，) 
‖Sk‖

=
yk

‖Sk‖
+

yTk  － ( yk，) 
‖Sk‖

=

F( xk + 1 ) － F( xk + 1 －‖Sk‖)
‖Sk‖

+

yTk  － ( yk，) 
‖Sk‖

=
ρk ( 1 + λk )

2 u +

θkβ0 ( xk + 1 ) + ( 1 +珓θk ) β2 ( xk + 1 )

因此

Dk + 1 = PNEk + 1 =
ρk ( 1 + λk )

2 〈u，〉 +

θkβ0 ( xk + 1 ) + ( 1 +珓θk ) β2 ( xk + 1 )

Bk + 1 = PXEk + 1 =
ρk ( 1 + λk )

2 PXu +

θkβ0 ( xk + 1 ) + ( 1 +珓θk ) β2 ( xk + 1 )

( 2) 当 eik + 1≠ 时，eTik + 1  = 0，因此 Ek + 1  =
Ek，则由式( 18) 得

Dk + 1 = PNEk + 1 = PNEk =
ρk

2( 1 － λk )
〈u，〉 +

( 1 + θk ) β2 ( xk + 1 ) +
1
( 1 － λk ) ρk

PN ( Ek －

F̂) PXSk =
ρk

2( 1 － λk )
〈u，〉 +

εk珓θkβ1 ( xk + 1 ) + ( 1 + θk ) β2 ( xk + 1 )

Bk + 1 = PXEk + 1 = PXEk =
ρk

2( 1 － λk )
PXu +

1
( 1 － λk )

F̂珓xk + 1 +
1
( 1 － λk ) ρk

Px ( Ek －

F̂) PXSk + ( 1 + θk ) β2 ( xk + 1 ) =
ρk

2( 1 － λk )
PXu + ( 1 + θk ) β2 ( xk + 1 ) +

( εK珓θK + θK + 1 ) β1 ( xk + 1 )

上述两个引理的直接结果是
珟Dk + 1 = Dk + 1 － Ck + 1A

－ 1
k + 1 Bk + 1 = Dk + 1 － εk + 1β1 ( xk + 1 )

可逆，且珟D － 1
k + 1 = β － 1 ( xk + 1 )

引理 3 设引理 1 的结论成立，则

PN珓xk + 2 =
1

1 + λk
PN珓xk + 1 + ( 1 +珓θk ) β2 ( xk + 1 ) +

( εk + 1θk + 1 + εk珓θk ) β1 ( xk + 1 ) ( 19)
PX珓xk + 2 = ( εk + 1θk + 1 + εk珓θk ) β2 ( xk + 1 ) +
( 1 +珓θk ) β3 ( xk + 1 ) ( 20)

此引理的证明见文［1］中的引理 2. 30．
由式( 18) 得

λk + 1 =
1

1 + λk
+ τk

其中 τk 是很小的正数，所以当 k = n + 1 时( 2. 4 ) 式
成立．
由式( 19) 得:

xk + 2∈W( ρ，θk + 2，2) 其中
θk + 2≤c2 ( εk + 1θk + 1 + εk珓θk )

ik + 1 = n

θk + 2≤c2 ( εk珓θk + ( 1 + εk + 1 ) θk + 1 + θk )

ik + 1≠










n

所以对 k = n + 1 时式( 12) 成立．
由引理 1，引理 2，引理 3 知，( 12 ) ～ ( 15 ) 对一

切正整数 k≥0均成立，且( 12) ～ ( 15) 暗含lim
k→∞
‖xk －

x* ‖ = 0 和 θk→0．因此定理 1 的结论成立．

2 算 例

F( x，y) =
x + y2

3
2 xy + y2 + y











3
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其中 n = 2，x* = ( 0，0)
( x0，y0 ) = ( 0. 005，0. 05)

E0 = F'( x0，y0 ) ，λk =
ρk + 1
ρk

计算结果如表 1 所示．

表 1 计算结果

k xk yk λk

1 － 0. 232 6E － 03 0. 307 2E － 01 0. 614 312

2 － 0. 330 9E － 05 0. 204 5E － 01 0. 665 807

3 － 0. 825 7E － 06 0. 126 3E － 01 0. 617 432

4 － 0. 394 7E － 07 0. 781 4E － 02 0. 618 723

5 － 0. 998 7E － 08 0. 483 3E － 03 0. 618 476

6 － 0. 620 7E － 09 0. 299 7E － 03 0. 620 132

10 － 0. 553 1E － 11 0. 523 7E － 06 0. 616 478

20 － 0. 162 9E － 16 0. 723 9E － 10 0. 618 274
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